Kolorowanie szachownic

Gabriela Pietras kl. VI

Publiczna Szkota Podstawowa im. Gen. Wiadystawa Andersa w Leszczynie

Opiekun: mgr Martha Lacka
Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie

Krakow 2017



Ciekawymi zadaniami famigiéwkowymi jest pokrywanie szachownic klockami
(poliminami). Szachownic¢ mozna wypetnia¢ réznymi klockami, ktore powstaja przez
polaczenie matych kwadracikow. Polimino to kilka (albo i wiecej) jednakowych
kwadratéw, ktore tworza jeden kawalek. Kazdy kwadrat styka si¢ bokiem z co
najmniej jednym innym kwadratem, nie mogag styka¢ sie tylko i wylgcznie
wierzchotkami. Przykladowo z 3 kwadracikOw mozna uzyska¢ 2 rdzne trimina,
z 4 kwadracikow moze powsta¢ pie¢ roznych tetramin, itp. Pojedynczy kwadracik
zwany jest monominem.

Wszystkie polimina nalezy uktada¢ zgodnie z liniami podziatu szachownicy.
Zaden klocek nie moze wystawaé poza rozpatrywany obszar, klocki nie
moga tez nachodzi¢ na siebie. Gdy przyklady pokrywania szachownicy klockami
dotycza szachownicy jednobarwnej, trudno wpa$¢ na odpowiednie rozwigzanie
problemu. Kolorowanie jest sprytnym sposobem, dzigki ktoremu czesto najtatwiej
mozna doj$¢ do rozwigzania. Sposéb kolorowania szachownicy zwigzany jest
z odnalezieniem pewnego niezmiennika, czyli cechy, ktora nie zmienia si¢ podczas
wykonywania opisanych w zadaniu operacji. Wigkszos¢ dowodow niemoznos$ci
pokrycia szachownicy oparta jest na kolorowaniu pol na rdzne sposoby. Podstawa
szachownicowej logiki jest wybor whasciwego sposobu kolorowania, moze by¢ ono
oryginalne. Najczesciej spotykane jest kolorowanie cykliczne, poniewaz w rzedach
1 kolumnach powtarza si¢ n — kolorowy cigg pol. Kolorowa¢ mozna rOwniez pasami.
Czesto arytmetyka podpowiada, ze szachownic¢ mozna pokry¢ odpowiednig iloscig
klockow, tymczasem sprytne kolorowanie obala hipoteze postawiong na podstawie
dziatan arytmetycznych.

W swojej pracy przyblizg rézne przyklady wypetniania szachownic klockami.
Wiele z nich pochodzi z literatury, m. in. z Gazetki Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow ,, Kwadrat”, Z miesi¢cznika ,, Trapez” Nr 76, z ksigzki pt. ,, Miniatury
matematyczne 417, Wydawnictwo Aksjomat — Torun, z kwartalnika ,, Magazyn
Mitosnikow Matematyki”, z broszury pod redakcjg J. Jelisiejewa ,, Matematyczne
Seminarium Olimpijskie” i jeszcze wielu innych pozycji, ktére wymienione zostaty na

koncu pracy. Przyklady z literatury zostawione zostaty w formie ¢wiczen. Niektore



z nich w literaturze byty rozwigzane, ale dosztam do rozwigzania niezaleznie sama.

Przedstawitam rowniez przyktady, ktore sama wymyslitam.

W pierwszej czgsci pracy przedstawie rozne przyklady mojego autorstwa wraz

z rozwigzaniem kazdego z nich.

DOMINO

Przyklad 1 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 8 X 8 (rys. 1) mozna pokry¢ klockami domino?

rys. 1

1. Pole szachownicy jest rowne 8 x 8 = 64, 2 dzieli 64, zatem nie ma sprzecznosci.
2. Szachownica jest kwadratem, ktorego bok jest podzielny przez 2, wigc szukane

pokrycie jest mozliwe. Przyktadowy sposéb pokrycia podany zostal na rys. 2.



rys. 2

Przyklad 2 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 7 X 8 (rys. 3) mozna pokry¢ klockami domino?

rys. 3

1. Pole szachownicy jest rowne 7 x 8 = 56, 2 dzieli 56, zatem nie ma sprzecznosci.
2. Szachownica jest prostokgtem, ktorego jeden z bokéw jest podzielny przez 2.
Szukane pokrycie jest wigc mozliwe. Przyktadowy sposéb pokrycia podany zostat na

rys. 4.



rys. 4

Przyklad 3 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 7 X 7 (rys. 5) mozna pokry¢ klockami domino?

rys. 5

1. Pole szachownicy jest rowne 7 x 7 = 49, 2 nie dzieli 49, zatem pokrycie nie jest

mozliwe.
2. Chce sprawdzi¢, czy da si¢ pokry¢ 48 pol szachownicy 24 dominami, a jesli tak, to

ktore pola przy takim pokryciu moga zosta¢ niepokryte.



rys. 6

Liczba wszystkich pdl szachownicy jest rowna 7 X 7 = 49. Czerwonych pol jest 25,

a bialych pdl jest 49 — 25 = 24. Kazde domino zajmuje doktadnie jedno pole czerwone
1 jedno biate, pokrytych musi wigc by¢ jednakowa ilo$¢ biatych i czerwonych pol.
Na szachownicy jest 25 pol czerwonych i 24 pola biate, wigc w moim przypadku
niepokryte zostanie jedno czerwone pole. Przyktadowe utozenie klockéow domina

z jednym niepokrytym polem (na rysunku kolor czerwony) pokazane zostato na rys. 7.

rys. 7



Zauwazytam, ze tylko po wykresleniu dowolnego czerwonego pola, pokrycie

szachownicy klockami domino jest mozliwe (rys. 8 i rys. 9).

rys. 8 rys. 9

Powyzsze przyktady zainspirowaly mnie do postawienia nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie nr 1
Klockami domino mozna pokry¢ kazda szachowniceg, ktorej dtugos$¢ przynajmniej
jednego z bokéw jest liczba podzielng przez 2 (zakladajac, ze szachownica jest

prostokatem).

Dowod:

Jezeli bok N prostokatnej szachownicy wyraza si¢ liczba podzielng przez 2, to na calej
jego dhlugosci da si¢ utozy¢ klocki domino tak jak na ponizszym rysunku, poniewaz
2IN. W tym przypadku bok M szachownicy oznacza¢ begdzie liczbe rzgdow
szachownicy, ktore pokryte sg kostkami domino. Bok M prostokatnej szachownicy

moze by¢ zatem dowolng liczbg naturalng (rys. 10).



rys. 10

TRIMINO

Przyklad 1 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 6 X 6 (rys. 11) mozna pokry¢ klockami trimina o wymiarach 3 x 1?

rys. 11

1. Pole szachownicy jest rowne 6 x 6 = 36, 3 dzieli 36, zatem nie ma sprzecznosci.
2. Dlugosci bokéw szachownicy sg liczbami podzielnymi przez 3, zatem pokrycie jest

mozliwe.

Ogolniej, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie nr 2
Klockami polimina o wymiarach n x 1 mozna pokry¢ kazdg prostokatng szachownice

o wymiarach M x N, jesli n dzieli M lub n dzieli N.



Dowod:

Jezeli bok N prostokatnej szachownicy wyraza si¢ liczbg podzielng przez n, to na catlej
jego dlugosci da si¢ utozy¢ klocki polimina tak jak na ponizszym rysunku, poniewaz
nIN. W tym przypadku bok M szachownicy oznacza¢ begdzie liczbe rzedow
szachownicy, ktore pokryte sg klockami n x 1. Bok M prostokatnej szachownicy moze

by¢ zatem dowolng liczbg naturalng (rys. 12).

rys. 12

Przyklad 2 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 7 X 7 (rys. 13) mozna pokry¢ klockami trimina o wymiarach 3 x 1?

rys. 13



1. Pole szachownicy jest rowne 7 x 7 = 49, 3 nie dzieli 49, zatem pokrycie nie jest
mozliwe.
2. Kolorujgc szachownice jak na rys. 14 sprawdze, ktore pole nie zostanie pokryte

zaktadajac, ze znajde pokrycie, w ktorym nie pokryje tylko jednego pola.

rys. 14

Liczba wszystkich pdl szachownicy jest rowna 7 X 7 = 49. Zielonych pol szachownicy
jest 16, r6zowych pol rowniez jest 16, a biatych pol jest 17. Jesli pokryj¢ szachownice

? = 16 klockami trimina, to wtedy zostanie jedno pole, ktore nie bedzie pokryte,

zgodnie z warunkami zadania. Kazde trimino zajmuje doktadnie jedno pole kazdego
koloru. Pokrytych zostanie zatem 16 pol kazdego koloru; biatych pdl jest 17, wigc
w moim przypadku biate pole nie bedzie pokryte (rys. 15 i rys. 16).

rys. 15 rys. 16

10



Nasuwa si¢ pytanie, ktore z bialych poél nie zostanie pokryte? Aby na nie

odpowiedzie¢ pokoloruje szachownice na dwa rozne sposoby (rys. 17 i rys. 18).

I sposéb II sposdb

rys. 17 rys. 18

Przecigcia bialych pdl sga rozwigzaniem zadania — jest ich pigé: cztery narozne
1 Srodkowe. Jedno z tych pdl nie zostanie pokryte klockami trimina o wymiarach 3 x 1

(rys. 19).

rys. 19

11



Przyktadowe pokrycia podane sg na rys. 20 - 24.

<

rys. 20

rys. 22

rys. 24

rys. 21

rys. 23

12



Przyklad 3 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 5 X 5 (rys. 25) mozna pokry¢ klockami trimina o wymiarach 3 x 1?

rys. 25

1. Pole szachownicy jest rowne 5 x 5 = 25, 3 nie dzieli 25, zatem pokrycie nie jest
mozliwe.

2. Kolorujac szachownicg jak na rys. 26 sprawdze, ktore z pdl nie zostanie pokryte.

rys. 26

Wszystkich pdl szachownicy jest 5 x 5 = 25. Niebieskich pol jest 8, czerwonych po6l
tez jest 8, a biatych pol jest 25 — 16 = 9. Jesli pokryj¢ szachownice % = 8 klockami

trimina, zostanie jedno pole, ktore nie bedzie pokryte, poniewaz 8 x 3 = 24. Kazde
trimino zajmuje dokladnie jedno pole kazdego koloru. Pokrytych zostanie 8 pol
kazdego koloru; biatych pol jest 9, wigc w tym przypadku biate pole nie bedzie
pokryte. Nasuwa si¢ pytanie, czy dowolne biate pole mozna wycigé, aby szachownice

5 x 5 dalo si¢ pokry¢ klockami o wymiarach 3 x 1?7 Sprawdzg, czy jest to mozliwe.

13



Pokoloruje szachownice na dwa rézne sposoby przedstawione na rys. 27 i rys. 28.

I sposob IT sposéb

rys. 27 rys. 28

Przecigcie biatych pdl to rozwigzanie zadania. Zatem jest tylko jedno (Srodkowe) biate
pole, ktére mozna wycigé, aby udato si¢ pokry¢ szachownice 5 x 5 klockami

o wymiarach 3 x 1 (rys. 29).

rys. 29

Przyktadowy sposob pokrycia szachownicy 5 X 5 klockami o wymiarach 3 x 1 podany

jest narys. 30.

rys. 30
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Przyklad 4 wlasnego autorstwa
Na szachownicy 8 x 8 (rys. 31) utozono 21 klockéw trimina o wymiarach 3 x 1. Ktore

z pdl pozostato wolne?

rys. 31

Pokoloruje szachownice, jak na rys. 32.

rys. 32

Wszystkich pdl szachownicy jest 8 X 8 = 64. Niebieskich pdl szachownicy jest 21,
pomaranczowych pol tez jest 21, bialych natomiast jest 64 — 42 = 22. Szachownica
zostala pokryta za pomocg 21 klockéw trimina. Kazde trimino zajmuje doktadnie
jedno pole kazdego koloru. Pokrytych zostanie 21 pol kazdego z trzech kolorow.
Biatych poél jest 22, zatem w moim przypadku biate pole nie zostanie pokryte.

Pokoloruje szachownice na dwa roézne sposoby (rys. 33 i rys. 34).

15



1 2 3 4 5 6 7 8 8 7 6 5 4 3 21

A A

B B

C C

D D

E E

F F

G G

H H
I sposob II sposob
rys. 33 rys. 34

Przecigcie biatych pdl daje rozwigzanie. Zauwazytam, ze sg doktadnie cztery pola
znajdujace si¢ w przecieciu biatych pol: pole C3 pierwszej szachownicy odpowiada
polu C6 drugiej szachownicy, pole F3 pierwszej szachownicy odpowiada polu F6
drugiej szachownicy, pole C6 pierwszej szachownicy odpowiada polu C3 drugiej
szachownicy oraz pole F6 pierwszej szachownicy odpowiada polu F3 drugiej

szachownicy. Zatem jedno z tych biatych pol nie zostanie pokryte (rys. 35).

8 7 6 54 3 21

I ® m mOoO m >

rys. 35
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Sposoby utozenia klockow przedstawione zostaty na rys. 36 - 39.

rys. 38 rys. 39

17



Przyklad 5 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 8 X 8 (rys. 40) mozna pokry¢ klockami trimina w ksztalcie litery L?

Rys. 40

1. Pole szachownicy jest rowne 8 x 8 = 64, 3 nie dzieli 64, zatem szukane pokrycie nie

jest mozliwe.

TETRAMINO

Przyklad 1 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 8 x 8 (rys. 41) mozna pokry¢ klockami tetramina o wymiarach
4x17?

rys. 41

18



1. Pole szachownicy jest rowne 8 x 8 = 64, 4 dzieli 64, zatem nie ma sprzecznosci.
2. Dlugosci bokéw kwadratowej szachownicy sg liczbami podzielnymi przez 4
(dhlugos¢ boku klocka tetramina), zatem szukane pokrycie jest mozliwe.

Przyktadowy sposob pokrycia podany jest na rys. 42,

rys. 42

Przyklad 2 wlasnego autorstwa

Czy szachownice 8 X 8 (rys. 43) mozna pokry¢ klockami tetramina w ksztalcie litery

L?

rys. 43

19



1. Pole kwadratowej szachownicy jest rowne 8 x 8 = 64, 4 dzieli 64, wigec nie ma
sprzecznosci.

Przyktadowe pokrycie podane jest na rys. 44.

rys. 44

Przyklad 3 wlasnego autorstwa
Czy szachownice 8 x 8 pokolorowang tak, jak na rys. 45, mozna pokry¢ klockami
tetramina w ksztalcie litery L w taki sposob, aby kazdy klocek zajal doktadnie jedno

kolorowe pole?

rys. 45

20



Liczba wszystkich pdl szachownicy jest rowna 8 X 8 = 64. Fioletowych pol jest 16,
a biatych 64 — 16 = 48. Do pokrycia szachownicy potrzebnych jest % = 16 klockow

tetramina. Z moich powyzszych obliczen wynika, ze gdyby kazde tetramino zajeto
doktadnie jedno fioletowe pole, pokrytych zostanie wowczas 16 fioletowych pdl

szachownicy i 16 x 3 = 48 biatych pol - nie ma sprzecznosci.

Przyktadowe pokrycie klockami tetramina tak, aby kazdy klocek zajat doktadnie jedno

fioletowe pole przedstawione jest na rys. 46.

rys. 46

Pokrywajac szachownic¢ zauwazylam, Zze mozna ja podzieli¢ na fragmenty ztozone
z osmiu pdél w taki sposob, aby kazdy z tych fragmentoéw dato si¢ pokry¢ dwoma
tetraminami, z ktoérych kazde pokrywa doktadnie jedno fioletowe pole. Przyktadowy

fragment zaznaczony jest kolorem szarym.

Przyklad 4 wlasnego autorstwa
Czy szachownice 10 x 10 (rys. 47) mozna pokry¢ klockami tetramina w ksztalcie litery

L?

21



rys. 47

1. Pole szachownicy jest rowne 10 x 10 = 100, 4 dzieli 100, zatem nie ma
sprzecznosci.

2. Kolorujac szachownicg jak na rys. 48 sprawdze, czy szukane pokrycie jest mozliwe.

rys. 48

Na szachownicy musialabym utozy¢ 1%0 = 25 klockéw, ktore zajetyby tacznie

50 bordowych poél. Kazdy klocek 0sobno zajmuje nieparzystg ilos¢ bordowych poél

22



(1 albo 3), wiec suma pol pokrytych przez 25 klockow réwniez bedzie nieparzysta.

Dosztam zatem do sprzecznos$ci. Szukane pokrycie nie jest mozliwe.

W dalszej czesci pracy przedstawie rozne przyktady z literatury. Niektore z nich
zostawione byly w formie ¢wiczen, w pozostatych za$ autorzy podali swoje

rozwigzania. Ponizej zaprezentuje wlasne rozwigzania wszystkich przyktadow.

Przyklad ze strony internetowej www.swiatnauki.pl
Z szachownicy 8 x 8 usunigto dwa przeciwleglte narozne pola (rys. 49). Czy taka

szachownic¢ mozna pokry¢ kostkami domina 2 x 1?

rys. 49
1. Na szachownicy sg 62 pola (8 x 8 = 64, 64 — 2 = 62), 2 dzieli 62, zatem nie ma

sprzecznosci.

2. Kolorujac szachownicg jak na rys. 50 sprawdze, czy szukane pokrycie jest mozliwe.

23
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rys. 50

Liczba wszystkich pdl szachownicy jest rowna 62. Czerwonych pdl jest 30, a biatych
pol jest 62 — 30 = 32. Kazde domino zajmuje doktadnie jedno pole czerwone i jedno
biate, pokrytych musi wigc by¢ jednakowa ilos¢ biatych 1 czerwonych po6l. Na
szachownicy jest 30 podl czerwonych i 32 pola biate. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi,
ze szukane pokrycie nie jest mozliwe.

Kwadratowa szachownica o wymiarach N X Nz usuni¢tymi naroznymi polami
lezacymi na tej samej przekatnej nazywana jest szachownicg Blacka. Pokrycie jej
klockami domina nigdy nie begdzie mozliwe, niezaleznie od tego czy N bedzie liczba
parzysta czy nieparzysta. Dla parzystych N usunigte pola zawsze sg jednakowego
koloru. Po ich wycieciu liczby pél w réznych kolorach beda rézne, co prowadzi do
sprzecznosci. Natomiast dla N nieparzystych po usunigciu dwoch naroznych poél, na
szachownicy w dalszym ciggu pozostaje nieparzysta ilo§¢ wszystkich pol, co réwniez

prowadzi do sprzecznosci [9].
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Przyklad z tygodnika matematycznego ,, Trapez”

Udowodnig, ze szachownicy o wymiarach 8 X 8 z usuni¢tym polem naroznym nie

mozna pokry¢ triminami 0 wymiarach 1 x 3 (rys. 51).

rys. 51

1. Na szachownicy sg 63 pola (8 x 8 = 64, 64 — 1 = 63), 3 dzieli 63, zatem nie ma
sprzecznosci.

2. Kolorujac szachownicg jak na rys. 52 sprawdze, czy szukane pokrycie jest mozliwe.

rys. 52

Wszystkich pol szachownicy jest 63. Zielonych pol jest 22, czerwonych pdl jest 20,

biatych natomiast jest 63 — 42 = 21. Kazde trimino zajmuje doktadnie jedno pole

25



kazdego koloru. W moim przypadku nie uda si¢ pokry¢ 2 zielonych pol i jednego

biatego. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze szukane pokrycie nie jest mozliwe.

Przyklad z broszury ,,Matematyczne Seminarium Olimpijskie”
Z szachownicy o wymiarach 13 x 13 wycieto srodkowe pole (rys. 53). Czy otrzymang

figur¢ mozna pokry¢ 42 klockami tetramina o wymiarach 4 x 1?

rys. 53

1. Pole szachownicy jest rowne 168, bo 13 x 13 = 169, 169-1=168; 168/4=42, zatem

nie ma sprzecznosci.
2. Pokoloruje szachownice jak na rys. 54 zeby sprawdzi¢, czy szukane pokrycie jest

mozliwe.
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P A WO N PFP B ODNPFP BB ODNDPF

ry§T§4

Wszystkich pol szachownicy jest 168. Zielonych pdl jest 42, czyli parzysta liczba.
Do pokrycia szachownicy musiatabym uzy¢ 168/4=42 klockéw tetramina, czyli ich
parzysta liczb¢. Kazde tetramino zajmuje tyle samo zielonych pdl. Stad liczba
zielonych pdl zajetych przez wszystkie tetramina jest parzysta. Liczba kolorowych pdl
szachownicy réwniez jest parzysta, zatem nie ma sprzeczno$ci. Zamieni¢ zatem

miejscami rzad 1 z rzedem 4 szachownicy tak jak na rys. 55.

B P W DN B P WODN BB P WODN B>

rys. 95

27



Po przemalowaniu szachownicy liczba zielonych pdl zmniejszyta si¢ o 1 (w ostatnim
rzgdzie zamiast 4 zielonych pol sg 3). W dalszym ciggu jednak jeden klocek tetramina
zajmuje dokladnie jedno zielone pole. Wszystkich po6l szachownicy jest 168.
Zielonych pol jest 41, czyli nieparzysta liczba. Do pokrycia szachownicy musiatabym
uzy¢ 168/4=42 klockow tetramina, czyli ich parzysta liczbg. Kazde tetramino zajmuje
doktadnie 1 zielone pole, czyli nieparzysta liczbe zielonych pol. Stad liczba zielonych
pol zajetych przez wszystkie tetramina jest parzysta, podczas gdy liczba kolorowych
pél szachownicy jest nieparzysta. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze szukane

pokrycie nie istnigje.

W artykule J. Jelisiejewa ,,Ukladanie prostokatow” przedstawione jest

nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie nr 3

Prostokatng szachownice o wymiarach N X M z wycietym jednym polem
o wspoétrzednych (X, y) mozna pokry¢ klockami o wymiarach n x 1 wowczas, gdy
spetniony jest jeden z nastepujacych warunkow:

1. n dzieli kazdg z liczb: N-1, M-1, x-1, y-1,

2. n dzieli kazdg z liczb: N+1, M+1, X, y.

Dowod jednej z implikacji zostawiony jest jako ¢wiczenie. Przedstawiam ponizej moje

rozumowanie.
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rys. 56

Dowod

Zaczng od przypadku, kiedy usunigte zostato srodkowe pole (rys. 56).

1. W szachownicy o wymiarach M x N wyodrgbni¢ mozna cztery mniejsze prostokatne
szachownice (na rys. 57 pomalowane w kolorze z6ttym, zielonym, niebieskim
i czerwonym). Kazda z nich ma wymiary x-1 x y-1. Jezeli n dzieli x-1
to kazda kolumng zoltej, zielonej, niebieskiej i czerwonej Szachownicy oraz kolumng
niezamalowang mozna pokry¢ klockami o wymiarach n x 1. Jezeli n dzieli y-1
to kazdy rzad kolorowej szachownicy oraz rzad niezamalowany mozna pokry¢
klockami o wymiarach n x 1. Jezeli n dzieli x-1 i n dzieli y-1, wowczas kazda
z prostokatnych szachownic o wymiarach x-1 X y-1 mozna wypeti¢ klockami

0 wymiarach n x 1.
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x-1

> (o] al = w N -

rys. 57

2. W szachownicy o wymiarach M x N wyodrgbni¢ mozna cztery prostokatne
szachownice (na rys. 58 pomalowane w kolorze rézowym, z6ttym, pomaranczowym
i zielonym). Rozowa i zielona szachownica majg wymiary X X y-1, natomiast zo6tta
i pomaranczowa szachownica maja wymiary Yy X Xx-1. Jezeli n dzieli
X i n dzieli y, wowczas kazdg z prostokatnych szachownic o wymiarach x x y-1 oraz

y X X-1 mozna wypeti¢ klockami o wymiarach n x 1.

30



A

v
A
v

Xx-1

A
v

rys. 58

Powyzszy dowdd odnosi si¢ do szachownicy z usunigtym srodkowym polem. Ponizej
przedstawie dowdd tego samego twierdzenia dla szachownicy, w ktorej zostato

usuni¢te inne niz srodkowe pole.

Dowod

1. W szachownicy o wymiarach M x N wyodrgbni¢ mozna cztery mniejsze prostokatne
szachownice (na rys. 59 pomalowane w kolorze czerwonym, niebieskim, zoéitym
I zielonym). Czerwona szachownica ma wymiary x-1 X y-1, zoéltta szachownica ma
wymiary y-1 X N-x, niebieska szachownica ma wymiary x-1 x M-y, a zielona
szachownica ma wymiary N-x X M-y. Jezeli liczba n dzieli liczbe x-1 i liczba n dzieli
liczbe N-1, to n dzieli rowniez N-X, bo N-1-(x-1)=N-Xx. Analogicznie, jezeli liczba
n dzieli liczbe y-1 i liczba n dzieli liczb¢ M-1, to n dzieli rowniez M-y, bo
M-1-(y-1)=M-y. Jezeli zatem n dzieli: N-y, M-y, x-1 oraz y-1, wowczas pokrycie

szachownicy klockami o wymiarach n x 1 jest mozliwe.
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rys. 59

2. W szachownicy o wymiarach M x N wyodrgbni¢ mozna cztery prostokatne
szachownice (na rys. 60 pomalowane w kolorze czerwonym, niebieskim, zoéitym
I zielonym). Jeden z bokow czerwonej szachownicy ma dlugo$¢ X, jeden
z bokow zottej szachownicy ma dlugos¢ y, jeden z bokow niebieskiej szachownicy ma
dlugo$¢ M-y+1, a jeden z bokoéw zielonej szachownicy ma dlugo$¢ N-x+1. Jezeli
liczba n dzieli liczbe y i liczba n dzieli liczbg M+1, to n dzieli réwniez M-y+1, czyli
dlugos$¢ jednego z bokow niebieskiej szachownicy. Sytuacja wyglada analogicznie
w przypadku boku o dtugosci N: jezeli liczba n dzieli liczbe X i liczba n dzieli liczbg
N+1, to n dzieli rowniez N-x+1, czyli jeden z bokéw zielonej szachownicy. Jezeli
zatem n dzieli: N-x+1, M-y+1, x oraz y, wowczas pokrycie szachownicy klockami

0 wymiarach n x 1 jest mozliwe.
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rys. 60

Przyklad z artykulu J. Jelisiejewa pt. ,, Ukladanie prostokgtow”
Dla ktorych catkowitych n szachownice 2015 x 2015 z wycietym srodkowym polem

mozna pokry¢ prostokatami 1 x n?

Rozwigzanie:
Szukam takich liczb n, ktére spetniaja jeden z warunkow:
1. n|2014 oraz n|1007,
2. n|2016 oraz n|1008.
Zgodnie z twierdzeniem nr 3 pokrycie istnieje tylko dla tych n, ktore sa
dzielnikami liczb 1007 lub 1008.
Dzielniki liczby 1007 to: 1, 19, 53, 1007;
Dzielniki liczby 1008 to: 1, 2, 3,4, 6, 7, 8, 9, 63, 126, 252, 504 i 1008.
Szachownicg 2015 x 2015 z wycigtym $rodkowym polem mozna pokry¢ klockami

1xndlan=1,23,4,6,7,8,9, 19, 53, 63, 126, 252, 504, 1007 i 1008.
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Przyklady z Gazetki Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow ,, Kwadrat”

Przyklad 1
Czy szachownice 0 wymiarach 10 x 10 (rys. 61) mozna pokry¢ tetraminami

w ksztalcie litery T?

rys. 61

1. Pole szachownicy jest rowne 10 x 10 = 100, 4 dzieli 100, zatem nie ma
sprzecznosci.

2. Kolorujgc szachownice w sposob podany na rys. 62 sprawdzg, czy szukane pokrycie

jest mozliwe.
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Na szachownicy musiatabym utozy¢ iﬂ = 25 klockéw. Kazdy klocek zajmuje

nieparzysta liczbg¢ kolorowych pdl (1 albo 3). Liczba pol pokrytych przez 25 klockow
réwniez bedzie nieparzysta, podczas gdy na szachownicy jest 50 fioletowych pol, czyli
ich parzysta liczba. Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, ze szukane pokrycie nie jest

mozliwe.

Przyklad 2

Czy szachownice 8 X 8 (rys. 63) mozna pokry¢ pigtnastoma tetraminami w ksztalcie

litery L oraz jednym tetraminem o wymiarach 2 x 2?

rys. 63

1. Pole szachownicy jest rowne 64, bo 8 x 8 = 64, 4 dzieli 64 zatem nie ma
sprzecznosci.
2. Pokoloruje szachownice jak na rys. 64 zeby sprawdzi¢, czy szukane pokrycie jest

mozliwe.

rys. 64
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Kazdy klocek L — tetramina zajmuje jedno lub trzy rézowe pola, czyli nieparzysta
liczbe rézowych pol. Zatem pietnascie klockow L — tetramina rowniez pokryje
nieparzystg liczbe rézowych pdl (iloczyn liczb nieparzystych jest liczbg nieparzysta).
Jedno tetramino o wymiarach 2 x 2 pokrywa dwa rézowe pola, czyli ich parzysta
liczbg. Poniewaz suma liczby nieparzystej 1 parzyste] zawsze bedzie liczbg
nieparzystg, zatem lgcznie wszystkie klocki pokryja nieparzystg liczbe réozowych pol,
podczas gdy na szachownicy sg 32 r6zowe pola. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze

szukane pokrycie nie jest mozliwe.

Przyklad 3
Dana jest szachownica 8 x 8 (rys. 65). Na ktorych polach moze leze¢ monomino, aby

szachownice dato si¢ pokry¢ 21 triminami w ksztatcie litery L?

rys. 65

1. W szachownicy o wymiarach 2 x 2 monomino moze by¢ umieszczone W dowolnym

miejscu (na rys. 66 zaznaczone na €zarno).

= M
n [

rys. 66
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2. Szachownice o wymiarach 2 x 2 pokryta jednym L — triminem i jednym
monominem (na rys. 67 zaznaczona na szaro) umieszcz¢ na jednym z rogow

szachownicy 4 x 4

H:

rys. 67

3. Do pokrycia L — triminami pozostata szachownica w ksztatcie litery L (rys. 68).

rys. 68

4. W pierwszej kolejnosci L — triminem nalezy pokry¢ pole zaznaczone na ponizszym
rysunku na zo6tto. Nastepnie L — triminem nalezy pokry¢ rogi szachownicy (na rys. 69

Zaznaczone na pomaranczowo)

rys. 69

5. Takim sposobem cata szachownica zostata pokryta jednym monominem i pigcioma

L — triminami. Przyktad pokrycia zaznaczony zostat na rys. 70.
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rys. 70

6. W przypadku szachownicy 8 x 8 nalezy postepowac analogicznie, jak w przypadku
szachownicy o wymiarach 4 x 4. Szachownice 4 x 4 nalezy umiesci¢ na jednym

z rogow szachownicy 8 x 8, tak jak narys. 71.

rys. 71

7. Do pokrycia pozostata szachownica w ksztalcie litery L, ktéra sktada si¢ z czterech
mniejszych szachownic o0 tym samym ksztalcie (na rys. 72 szachownice te

pomalowane zostalty w kolorze r6zowym, zielonym, niebieskim 1 bragzowym).

rys. 72
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Sposob ich wypelniania L — triminami przestawiony zostat juz w tej pracy w pkt 4.

rys. 73

Whiosek:

W szachownicy o wymiarach 2 x 2 monomino moze leze¢ w dowolnym miejscu.
Szachownic¢ 2 x 2 mozna umies$ci¢ w dowolnym rogu szachownicy 4 x 4,
a szachownice 4 x 4 mozna umiesci¢ w dowolnym rogu szachownicy 8 x 8. Stad
wniosek, ze monomino moze leze¢ w dowolnym miejscu. Wypetniajac szachownice
wedlug wskazoéwek podanych w punktach 1 — 7 calg szachownicg o wymiarach 8 x 8
mozna pokry¢ jednym monominem umieszczonym w dowolnie wybranym miejscu

I 21 L — triminami. Jeden z przyktadow wypetnienia catej szachownicy przedstawiony

zostal na rys. 74.
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Przyklady z artykulu J. Jelisiejewa ,,Ukladanie prostokgtow”, Delta,
pazdziernik 2014

Przyklad 1
Na kazdym polu szachownicy 7 x 7 siedzi zaba (rys. 75). Nagle wszystkie zaby
skacza, kazda na pole, ktore sgsiaduje bokiem ze swoim dotychczasowym.

Udowodnig, ze w rezultacie na ktére$ pole trafig przynajmniej dwie zaby.

rys. 75

Wszystkich pol szachownicy jest 49. Zielonych pdl jest 25 a biatych jest 24. Kazda
zaba skacze z zielonego pola na biate 1 z biatego na zielone. Z biatego pola na zielone
przeskocza 24 zaby, zatem jedno pole zielone pozostanie puste. Z zielonego pola na
biate przeskoczy 25 zab. W zwigzku z tym, Ze na zielonych polach znajduje si¢ tagcznie
25 7zab, a sg tylko 24 pola biate, na jedno biate pole muszg skoczy¢ 2 zaby, co nalezato

dowiesc.
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Przyklad 2

Czy szachownicg 8 x 9 (rys. 76) mozna pokry¢ klockami tetramina o wymiarach

2x2?

rys. 76

1. Pole szachownicy jest rowne 72, bo 8 x 9 = 72, 4 dzieli 72 zatem nie ma

sprzecznosci.

2. Pokoloruje szachownice jak na rys. 77 zeby sprawdzi¢, czy szukane pokrycie jest

mozliwe.

41



Na szachownicy musiatabym utozy¢ % = 18 klockow. Kazdy klocek zajmuje

doktadnie jedno niebieskie pole. Liczba pol pokrytych przez 18 klockdéw jest rowna
18, podczas gdy na szachownicy jest 20 niebieskich pél. Uzyskana sprzeczno$c

dowodzi, ze szukane pokrycie nie jest mozliwe.
Powyzsze rozwazania skionity mnie do sformutowania nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie nr 4
Klockami o wymiarach 2 x 2 mozna pokry¢ kazda prostokatng szachownice

o wymiarach M x N, jesli 2 dzieli M i jednoczesnie 2 dzieli N.

Dowod

Jezeli bok N prostokatnej szachownicy wyraza si¢ liczbg podzielng przez 2, to na catlej
jego dlugosci da si¢ utozy¢ klocki polimina tak jak na ponizszym rysunku, poniewaz
2|N. Jezeli bok M prostokatnej szachownicy wyraza si¢ liczbg podzielng przez 2, to na
catej jego dhugosci rowniez da si¢ utozy¢ klocki polimina tak jak na rys. 78, poniewaz
2|M.

rys. 78
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Przyklady z ksigzki ,, Miniatury matematyczne 41”

Przyklad 1

Nalezy wyznaczy¢ dtugosci bokow prostokata o minimalnym polu, z ktérego mozna
wycia¢ cztery figury ztozone z czterech jednostkowych kwadratow postaci, jak na

rys. 79.

rys. 79

Rozwigzanie:
Po ztozeniu czterech figur podanych na powyzszym rysunku w najbardziej oszczedny

sposOb otrzymam nastepujaca figure sktadajaca sie¢ z 16 jednostkowych kwadratow
(rys. 80):

Hhh

rys. 80

Prostokat, z ktorego mozna wycigé powyzsza figur¢ geometryczng musi by¢ zatem

0 minimalnych wymiarach 2 x 9 (rys. 81).

N

rys. 81
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Przyklad 2
Z czterech sposrod pigciu przedstawionych na rys. 82 figur mozna zlozyé kwadrat.

Ktoéra z tych figur nie bedzie wykorzystana?

A B
C D
E
rys. 82

L.aczka liczba jednostkowych kwadratow, z ktorych zbudowane sg podane figury A —
E wynosi 30. Suma jednostkowych kwadratow kazdych czterech figur wynosi co
najmniej 22. Pole najwigkszego mozliwego do utworzenia kwadratu wynosi wigc 25.
30 — 25 = 5 zatem do utworzenia kwadratu nie bedzie potrzebny klocek sktadajacy si¢

z 5 jednostkowych pol (odpowiedz B). Sposob utozenia kwadratu przedstawia rys. 83.

rys. 83
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W dalszej cze$ci pracy przedstawie lamigiowki, ktore pochodza z kwartalnika
»2Magazyn Milo$nikow Matematyki” z wlasnym rozwigzaniem kazdej z nich.
W kazdym z przedstawionych przyktadéw dang figure nalezy podzieli¢ na mniejsze,
przystajace figury, ktore zawsze muszg byC spojne, tzn. musza by¢ ,,w jednym
kawatku”. W rozwigzaniu lamigiéwek bardzo wazna byla znajomos¢ wypelniania

szachownic poliminami oraz spostrzegawczos¢.

Przyklady z kwartalnika ,,Magazyn Mitosnikéw Matematyki”

Przyklad 1

Stary Szulej, zwany Figowcem, posiadat dziatk¢ obsadzong drzewami figowymi (na
rys. 84 drzewa zaznaczono kropkami). Po jego $mierci trzeba byto podzieli¢ ten teren
miedzy szescioro dzieci. Zadanie nie bylo tatwe, bo kazde zazadalo parceli tego
samego ksztaltu co pozostate oraz posiadajacej drzewo figowe. Pomoz notariuszowi

dokona¢ podziatu.

rys. 84
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Rozwigzanie przedstawione zostato na rys. 85.

rys. 85

Przyklad 2
Ojciec lzydor - wtasciciel parceli z rys. 86 — zamierza jg podzieli¢ pomigdzy trzech
syndow w taki sposob, aby wszystkie cz¢éci byly przystajagcymi wielokatami ztozonymi

z catych kratek. Zaznacz ten podziat.

rys. 86
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Rozwigzanie przedstawione zostato na rys. 87.

rys. 87

Przyklad 3

Posiadlos¢ magnata Gorliwca ma ksztatt kwadratu podzielonego na 25 jednakowych
sektorow (rys. 88). Rosnie tam pi¢¢ wspaniatych cedrow libanskich, na planie
zaznaczonych kropkami. Magnat ma cztery corki i pragnie podzieli¢ migdzy nie swoja
posiadtos¢, zostawiajaC jedng parcele sobie. Wszystkie dzialki majg mie¢ jednakowa

powierzchnie¢ oraz:

e kazda dziatka ma sktadac si¢ z catych kratek i zawiera¢ cedr,

e dzialki corek majg by¢ przystajace,

e dziatka Gorliwca ma miec¢ inny ksztalt niz dziatki corek,

e dziatki corek maja przylegaé przynajmniej jednym bokiem kratki do czesci ojca

oraz do dziatek dwoch si6str.

Jak dokona¢ podziatu spetniajacego powyzsze warunki?

rys. 88
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Rozwigzanie przedstawione zostato na rys. 89.

rys. 89

Przyklad 4
Kwadratowg dziatke (rys. 90) podziel na cztery czesci jednakowego ksztattu

i wielkosci tak, aby:

e kazda czg$¢ ztozona byta z catych kratek,

e kazda czg$¢ zawierata kratke z klonem (kropka biata) i debem (kropka czarna).

rys. 90
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Rozwigzanie przedstawione zostato na rys 91.

rys. 91

Przyklad S
Na dziatce starego Tomasza rosnie 5 jabtoni i 5 grusz (rys. 92). Podzielit on ten teren
mig¢dzy swoich pieciu syndw. Kazdy z nich otrzymat parcele w ksztatcie przystajacego

wielokata z jedng grusza i jedng jablonig. Zaznacz podziat na rysunku.

o
o o
o o o
[
®)
[ ] o
rys. 92

Rozwigzanie przedstawione zostato na rys. 93.
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Przyklad 6
Ojciec Izydor podzielit teren z rys. 94 na pi¢¢ dziatek majacych ksztalt przystajacych

wielokatow zlozonych z catych kratek. Zaznacz ten podziat.

rys. 94

Rozwiazanie przedstawione zostato na rys. 95.

rys. 95
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Podsumowanie

Polimino jest bardzo cieckawym obiektem prowadzacym do wielu
interesujacych pytan, np. jakie szachownice mozna zbudowa¢ za pomocag danego
polimina, badz tez czy dang szachownic¢ mozna pokry¢ wybranym poliminem. Inny
problem to np. jakim poliminem mozna wypekni¢ dang szachownice¢. Zadania stajg si¢
coraz trudniejsze i ciekawsze, gdy z szachownicy zaczniemy usuwa¢ wybrane pola.
Aby rozwigza¢ wiele szachownicowych tamigléwek niezbedna jest réwniez
spostrzegawczos¢. Matematyka, ktorg tu napotykamy jest bardzo kolorowa, poniewaz
czgsto, aby stwierdzi€, ze jakie$ pokrycie jest niemozliwe, wystarczy odpowiednio
pokolorowa¢ dang szachownicg. Pod wzgledem powierzchni szachownicy wszystko
moze si¢ zgadzaé, jednak proby wypetnienia obszaru koncza si¢ fiaskiem. Wskazowka
do dowodu jest pokolorowanie szachownicy. Sposob kolorowania Szachownicy
zwigzany jest z odnalezieniem niezmiennika, czyli cechy, ktéra nie zmienia si¢
podczas wykonywania operacji opisanych w przyktadzie. Bez wglebiania si¢ w trudne
teorie matematyczne mozna wyjasni¢, dlaczego pewne rzeczy sa niemozliwe.
Zaprezentowane w pracy rozumowania wyjasniajg przyczyny pewnych niemozliwo$ci
na przykladzie prostych uktadanek. Staralam si¢ wykaza¢ w ten sposob, ze problemy
sprawiajace wrazenie trudnych moga by¢ wzglednie tatwo rozwigzywane. Proste
przyktady rozumowan uzmystawiajg nam, ze powody roéznych ,,matematycznych
niemozliwos$ci” moga by¢ zaskakujaco czytelne, cho¢ nieraz trudno bytoby je samemu

wymyslic.
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